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Depuis son voyage a Paris, en 1672, Leibniz se montre interesse a I’aspect mathematique 
de la theorie de la probabilitb. En automme 1672, il fait la connaissance de Huygens, qui va 
l’initier en Mathtmatiques, rencontre Malebranche et Amauld, et peut examiner, en 1673, 
quelques-uns des manuscrits de Pascal. De retour a Hanovre, il essaye de faire ses propres 
calculs. Sont connus deja les manuscrits “Sur le calcul des partis” du 5 janvier 1676 et “De 
incerti sestimatione,” de septembre 1678, comment& entre autres par K.-R. Biermann. Ici 
on va commenter un nouveau manuscrit, de 1686, qui r&out le fameux probleme de Ber- 
noulli sur le sort de deux joueurs et qui est rest6 inedit jusqu’ici. 8 1986 Academic press. IN. 
A partir de su viaje a Paris, en 1672, Leibniz se muestra interesado por 10s aspectos 
matematicos de la teon’a de la probabilidad. En otorio de 1672 entra en relacidn con Huy- 
gens, que va a iniciarle en el conocimiento de las matematicas de la epoca, conoce a 
Malebranche y  Amauld y  consigue examinar, en 1673, algunos de 10s manuscritos de Pascal. 
A su vuelta, intenta en Hanover realizar sus propios cahn~los. Los manuscritos “Sur le 
calcul des partis” de1 5 de enero 1676 y  “De incerti gstimatione,” de septiembre 1678, son 
ya conocidos y  han sido comentados, entre otros expertos, por K.-R. Biermann. Aqui 
vamos a comentar un nuevo manuscrito, de 1686, que resuelve el famoso problema de 
Bernoulli sobre las apuestas de dos jugadores, y  que hasta ahora habia pennanecido inedito. 
0 1986 Academic Press, Inc. 
Seit seiner Reise nach Paris im Jahre 1672 zeigt sich Leibniz am mathematischen Aspekt 
der Wahrscheinlichkeitstheorie interessiert. Im Herbst 1672 lemt er Huygens kennen, der 
ihn in die Mathematik einfiihrt, trifft Malebranche und Amauld und kann 1673 einige von 
Pascals Handschriften prtlfen. Nach seiner Rtlckkehr nach Hannover versucht er, eigene 
Rechnungen anzustellen. Bekannt sind bereits die Handschriften “Sur le calcul des partis” 
vom 5. Januar 1676 und “De incerti zstimatione” vom September 1678, die insbesondere 
K.-R. Biermann erlautert hat. Hier wird eine neue Handschrift aus dem Jahre 1686 erllutert, 
die das bertlhmte Problem von Bernoulli iiber die Gewinnschance von zwei Spielem lost und 
bisher unveroffentlicht geblieben ist. 8 1986 Academic Press, Inc. 
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Dans son papier “Eine Aufgabe aus den Anfangen des Wahrscheinlich- 
keitsrechnung,” paru en 1957, Kurt Biermann parlait du probleme propose par 
Jacques Bernoulli en 1685 et de sa solution, ainsi que de celle de Leibniz, toutes 
les deux parues dans les Acta Eruditorum en 1690; dans le dit papier il soutenait 
que ce probleme est fortement lie avec le “calcul des partis” et aussi avec l’une 
* Cet article est a la base d’un expose fait au XVII International Congress of History of Science. 
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des celebres questions que le Chevalier de Mere proposa a Pascal et que ce 
demier commenta dans sa lettre a M. de Fermat du 29 juillet 1654. 
Biermann affume ainsi: 
Diese Fragen hatten bekanntlich die Entstehung der zun%chst an die Theorie der Gliicksspiele 
gebundenen wissenschaftlichen Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Folge. [Bietmann 1957, 
1421 
11 n’a pas eu connaissance, a ce qu’il me semble, du manuscrit de Leibniz date 
de 1686 et dans lequel celui-ci trouve une solution pour le probleme de Bernoulli. 
Le dit manuscrit commence avec la phrase suivante: 
J’ay vu demierement dans le Journal des S~IXXHZS de l’annee pass&e (1685, n. 26) une 
question proposee par M. Bernoulli sur l’estime du sort de deux joueurs . . . [Bernoulli, 
16851 
11 s’agit des feuilles 31-32 du Leibniz Hundschrifen XXXV 13, 3, &rites en 
francais des deux c&es, et dont on trouvera, a la fin de ce papier, la transcription 
en entier. Elles sont accompagnees de deux autres feuilles, 29r,v et 3Or, qui sont 
des brouillons en latin des calculs pour les probltmes que nous appellerons ici I et 
III (ou a et b sont les sorts (jus) des joueurs A et B, et on utilise n (au lieu de a) 
pour l’espbrance des joueurs, de mCme que dans le texte des Acta Eruditorum). 
D’ailleurs, sur la page 3Ov, on peut lire “Ad mea pro Actis et Diariis.” Nous 
avons prefer6 ne pas inclure la transcription de ces feuilles-la, &ant donne leur 
caractere de brouillons, qui n’apportent g&e d’elements nouveaux au reste du 
texte. C’est justement ce manuscrit que nous allons essayer de commenter ici, 
pour montrer ses conclusions et les doutes qui ont pousse Leibniz, a notre avis, a 
ne pas pubher plus tot sa reponse. 
La question proposee par Jacques Bernoulli dans le Journal des Spmzns en 
1685 est la suivante [Bernoulli 1685,314 s.]: “Deux joueurs A et B jouent avec un 
seul de a condition que celui qui jette le premier un certain point, gagnera la partie. 
L’ordre dans lequel ils font les coups peut etre d’une de ces deux facons: 
1.ABAABBAAABBB.I. 
II.ABBAAABBBBAAAAA.. . . 
11 s’agit de trouver la proportion des hazards des deux joueurs.” 
Aprbs cette publication en 1685, rien de plus n’en a et6 publie pendant quelque 
temps. Ainsi que I’ecrit Montmort: 
M. Bernoulli voyant que personne pendant l’intervalle de cinq an&es n’avoit entrepris de 
les resoudre [ces deux problemes], en donna la solution dans les Journaux de Leipsic au mois 
de May 1690 [Bernoulli 16901, mais sans analyse et sans demonstration. Peu de temps apres 
M. de Leibnitz [1690], uicem reddens, comme il dit, pour rendre la pareille a M. Bernoulli qui 
avoit donne dam ces Journaux I’Analyse de la courbe descensus aequabilis, en se servant du 
calcul integral, entreprit de decouvrir le fondement de la solution de M. Bernoulli, ce qu’il fit 
tres bien, mais d’une man&e succinte, et qui laisse, ce me semble, beaucoup a deviner. 
[Montmort 1713, xxxvi-xxxvii] 
11 s’agit des Actu Eruditorum, revue fondee par 0. Mencke en 1682. Les deux 
resultats sont dvidemment identiques, c’est la methode employee pour y arriver 
qui est differente et Leibniz ne se borne pas a decouvrir le fondement de la 
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solution de Bernoulli, comme le croit Montmort. Ces methodes, ainsi que leur 
gCnCralisation, surtout darts le cas de Leibniz, peuvent se trouver Cclairees dans 
d’autres textes que nous allons voir brievement. 
11 est Claire que Bernoulli, et de meme Leibniz, se sont appuyes sur le texte de 
Huygens De rutiociniis in Ludo A&e, publie en 1657 et dont le commentaire 
constitue la premiere partie le 1’Ars conjectandi de Jacques Bernoulli. On trouve 
la, a c&C des solutions de Huygens, celles de Bernoulli lui-meme pour la plupart 
des problbmes proposes. L’Ars conjectandz’ est un ouvrage posthume, publie en 
1713, et on peut y trouver des allusions aux deux solutions mentionnees de la 
question proposCe par Bernoulli en 1685, avec une critique de celle de Leibniz, qui 
lui parait peu Claire. LB encore Bernoulli insiste sur l’absence de reponse a sa 
question pendant les cinq an&es de 1685 a 1690: 
Eorum aliqua proposui olim in Ephemer. Erud. Gall. 1685, art. 25, spe fretus fore, ut non- 
nemo illorum solutionem aggredi dignaretur, quam cum toto quinquennio nemo dedisset, 
ipsemet postea in Actis End. Lips. m. Maj. 1690 communicavi, secuto mox etiam funda- 
mento solutionis ab ingeniosissimo Leibnitio ibid. m. Jul. ejusdem anni occultius exhibito, 
quod ego nunc apertius exponam. [Bernoulli 1713, 521 
de fait, Huygens trouve, dans sa Propositio X [Huygens 1657,781, la solution du 
probleme qui est a la base de celui qui nous interesse: “Trouver en combien de 
fois l’on peut accepter de jeter un six avec un de.” La probabilite d’obtenir un 6 
d’un seul coup de d&s est 116 et celle de ne pas I’obtenir est 5/6. Done, pour un 
seul coup, la proportion est de 1 contre 5. Huygens continue ainsi 
La part de celui qui parie de jeter un 6 en deux coups, est calculde de la facon suivante. S’il 
jette un 6 la premiere fois, il gagne a [l’enjeu]. S’il manque son coup, il en a encore un, ce qui 
lui vaut Q a d’aprbs le calcul precedent. Mais il n’a qu’une chance de jeter un 6 du premier 
coup et il en a 5 de manquer ce coup. I1 a done au commencement 1 chance d’obtenir a et 5 
chances d’obtenir Q a, ce qui lui vaut # a. 11 reste 0 a pour celui qui gage contre lui. Celui qui 
joue en deux coups peut done mettre 11 contre 25, ce qui est moins que 1 contre 2. 
En partant de ce resultat, on calcule de la mCme man&e que la part de celui qui parie de 
jeter un 6 en trois coups est & a. 11 peut done mettre 91 contre 125, c’est a dire a peu pres 3 
contre 4. . . . On peut poursuivre ce calcul successivement pour chaque nombre de coups. 
Nous allons voir maintenant la methode de Bernoulli dans sa publication de 
1690 et celle de Leibniz la mCme annee, et les comparer ensuite avec le manuscrit 
de Leibniz Ccrit en 1686. 
Bernoulli donne, en 1690 seulement [Bernoulli 16901, la solution du probleme I: 
A, B, AA, BB, AAA, etc., comme une consequence des series infinies, qu’il avait 
Ctudie dans la premiere pat-tie de son Ccrit, oh il s’interessait a un problbme de 
debiteurs et crediteurs avec pour resultat la serie: 
a + b + 2 + & + 2in31;4uuu + . . . . 
La solution pour le cas I est don&e, sans autre explication, sous la forme 
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pour le premier joueur, et le complementaire pour le second. q , etc., represen- 
tant les exposants de 8. 
Bernoulli explique ici qu’il n’a pas recu de reponse a sa question de 1685: 
Hoc problema cum frustra hactenus expectarit solutionem, eandem per series infinitas sic 
exhibeo: 
Dans 1’Ar.r conjectandi, nous trouvons la solution du probltme II par deux 
methodes, qui sont examinees par K. Biermann dans son travail cite plus haut. 
La premiere de ces solutions est la suivante [Bernoulli 1713, 53-541: 
Soit le cas A, BB, AAA, BBBB, etc. Le gagnant est le joueur qui obtient le 
premier une certaine valeur z stipulee au prealable (z = 1, 2, . . . , 6). On joue 
indefiniment avec un seul de. Soit 
m = nombre de fois qu’il faut obtenir le resultat z (dans ce cas, m = 1, 
puisque la premiere fois suffit) 
n = nombre d’ordre dans la serie des coups 
a = nombre des cas possibles (ici a = 6) 
b = nombre des cas favorables (ici b = 1) 
c = nombre des cas defavorables (ici c = 5). 
L’esperance (expectatio) d’un joueur sera [Bernoulli 1713, 44-451: 
bmcn-m 
(esperance d’obtenir z au coup no n et pas avant). 
Ainsi, un seul joueur aura, selon le nombre de coups qu’il lui a fallu pour obtenir 
z: 
n=l n=2 n=3 n=4 n=S n=6 . . . 
b’c” bc’ bc2 bc3 bc4 bc’ 
-7 -2 a3 a4 ,s a6 *.. 
puisque a = b + c, si nous faisons b = a - c, il nous reste 
b’c” a-c --J=y-=1-a . . . . c+ 
Les places oh A joue dans la s&e des coups sont: lbre, 4&““, 5kme, 6*mc, ll*me, 
12hme, etc., son esperance sera done: 
b bc3 bc4 bc5 
a+ 
bcl” bc” 
~+yp+yr+Qll+~+“’ 
et pour B: 
bc, E+ 
a2 a3 
k+ 8 bc9 bcls + 
a9 a+- a16 *‘- 
et si on fait a - c = b, il nous reste, pour A: 
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1 - f + (z!’ - (;)6 -I- (:)I” - (;!” + . . . 
et pour B: 
f - (g + (y - (Z)‘” + @I5 - . . . 
ces deux esperances, additionnees, font 1. Cette solution Ctait deja annoncee par 
Bernoulli dans son memoire de 1685. 
La seconde methode suppose qu’au lieu des deux joueurs, A et B, il y en a un 
nombre indefini qui jouent les coups tour a tour, a la place de A et B, c’est a dire 
[Bernoulli 1713, 54-551: 
A, BB, CCC, DDDD, EEEEE, FFFFFF, . . . . 
Si, maintenant, 
n = nombre de coups que doit faire le joueur dont le tour est arrive 
s = nombre des coups precedant celui qu’on considbre, 
l’esperance du joueur, si l’on tient compte des coups precedents, sera [Bernoulli 
1713 XI, 341: 
ants - c”+s CS c”+s =--- 
a lt+s as an+s 
oti a, b et c sont les memes qu’avant, c’est a dire, a = 6, b = 1, c = 5. Done la 
table est maintenant: 
Joueur numero 1 2 3 4 
Esphnces 
s=o s=l s=3 s=6 
n=l ?I=2 n=3 n=4 
c c3 --- 
a a3 
c3 c6 --- 
a3 a6 
C6 C’O 
--- 
a6 a lo 
Si maintenant nous identifions le joueur A avec les joueurs 1, 3, 5, etc., et le 
joueur B avec 2, 4, 6, etc., nous aurons le meme resultat qu’auparavant. 
Jusqu’ici nous avons suppose que c/a est constante a tous les coups. Le premier 
terme de la serie est (c/a)O = 1 et le terme general est (cla)r. 
Bernoulli propose aussi d’autres cas particuliers dont la resolution serait du 
mCme genre: 
-ABAABAAABAAAAB.. . 
-ABABBABBBA BBBBA. . . 
-A B AA BB AAA BBB AAAA . . . (qui ttait le cas I). 
Voyons maintenant la solution que Leibniz publia en 1690 [Leibniz 16901. La 
formule employee par lui est la suivante: 
Leibniz appelle n la probabilite c/a; 1 - n = l/6 et n = 516 = c/a. 
. . 
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Dans le cas I: 
1 n nz n3 n4 n5 n6 n7 n* n9 nl” n” . . . 
A B A A B B A A A B B B . . . 
Done le sort pour A sera: 
(1 + n* + n3 + n6 + n7 + n8 + . . .)(l - n) 
= 1 - n’ + n* - n4 + n6 - n9 + n’* - n16 + , . . 
et pour B: 
(n + n4 + ns + n9 + n*O + nil + . . .)(l - n) 
= n - n* + n4 - n6 + n9 - nl* + n16 - . . . . 
Dans le cas II: 
1 n nz n3 n’ ns n6 n7 no n9 nl” n” . . . 
A B B A A A B B B B A A . . . 
Le sort pour A: 
(1 + n3 + n4 + ns + nl” + nll + . . .)(l - n) 
= 1 - n + n3 - n6 + nl” - n15 + . . . 
et pour B: 
(n + n* + n6 + n7 + n* + n9 + . . .)(l - n) 
= n - n3 + n6 - nl” + n15 - n*l + . . , . 
Les resultats sont les memes que ceux de Bernoulli, mais la methode d’obten- 
tion est differente, si nous tenons compte du manuscrit. Leibniz tient a preciser 
que ces resultats sont independants du nombre de joueurs et de coups. 11 essaye 
toujours d’atteindre la plus grande gCn&alite possible. 
Dans cet Ccrit, Leibniz ne nous C&ire pas davantage sur la question, de mCme 
que l’avait fait Bernoulli. Biermann, dans son travail de 1957, essaye de develop- 
per les raissonnements de Leibniz en partant de la Propositio III de Huygens, qui 
affirme [Huygens 1657, 64-661: 
Avoir p chances d’obtenir a et q chances d’obtenir b, les chances &ant Bquivalentes, me 
vaut 
PO + 4 
P+4 ’ 
Ce qui, dans la notation de Leibniz, donne: (bu + cv)l(b + c). 
Biermann arrive ainsi, dans le cas general, r, a la formule 
c’-’ b -.- 
a’-’ a oii u = 0, 
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11 est indeniable que Leibniz connaissait cette Proposition de Huygens, et les 
autres, mais dans son manuscrit il suit un chemin beaucoup plus simple que celui 
de Biermann. 
11 commence par Ctablir son intention de trouver une solution generale, qui 
puisse servir dans le plus grand nombre de cas possibles. Ses raisonnements 
par-tent du cas le plus simple, comme le faisait Huygens dans le texte cite plus 
haut; I’upparence ou esperance de rencontrer le point demand6 (avec un de et au 
premier coup) est l/6 de l’assurance ou du cas stir, de probablilite 1. Cela nous 
laisse 5/6 comme probabilite de rencontrer le point qu’on a fix& aux coups 
suivantes, car il suppose que ce n’est pas un Cvenement impossible et que, en 
jouant indefiniment, on arrivera a rencontrer le point demand& 
Done, pour le second coup nous avons 116 de 5/6, c’est a dire 5/36, qui est 
I’esperance de gagner au deuxieme coup. Pour gagner au premier ou bien au 
deuxieme coup, I’esptrance sera alors l/6 + 5/36 = 1 l/36, ce qui laisse 25/36 pour 
l’autre, ce que Leibniz appelle l’upparence residue, et ainsi de suite. 11 trouve 
125/216 = (5/6)3 pour le troisieme coup, de mCme que Huygens. 
Ainsi, l’apparence de rencontrer le point demand6 en general est 5”-i/6” oh 12 
est le numero du coup auquel on gagne. 
Leibniz sait que la somme de toutes ces esperances doit Ctre 1, c’est a dire: 
et en gCnCral: 
g!= 1 = P(A) + p(B), 
?#=I 
si l’on considkre qu’il y a deux joueurs, A et B. 
Si c’est le cas, ou m&me s’il y a plusieurs joueurs, il suMit de leur assigner les 
esperances des coups qu’ils vont faire dans l’ordre Ctabli auparavant pour le jeu, 
et calculer la somme de toutes les esperances qui correspondent a chacun, ainsi 
nous aurons: 
no d’ordre des coups 1 2 3 4 5 6 I . . . 
9 
1 5 52 53 54 55 
Apparence 6 5i; 3 64 i3 3 . . 
mais le problbme est que cette serie est une progression infinie, et il nous faudrait 
trouver ses sommes partielles pour connaitre les probabilites de chaque joueur. 
Pour cela, Leibniz propose deux methodes, la premiere est de prendre suflisam- 
ment de termes pour pouvoir negliger le reste devant la somme totale. L’autre 
serait de trouver un theorbme que servirait a calculer la somme, ce qu’il croit 
possible &ant don&e la regular& de ces progressions. Cette demitre solution est 
evidemment celle que Leibniz prefer-e, et il essaye de trouver une regle g&r&ale 
pour la cas qu’il considbre le plus simple, que nous appellerons ici 
HM 13 LEIBNIZ ET LE PROBLEME DES PARTIS 359 
III:A,B,A,B,A,. . . . 
Ainsi done, le sort de A en III, sera: 
54 56 58 
;+g+-+-+-+. . . . 
65 6l 69 
11 trouve aussi la somme des series pour A et pour B. 
Aprbs, il considbre le cas I, c’est a dire: 
I: A, B, AA, BB, AAA, BBB, . . . 
et fait a = 5/6. De cette facon il trouve, pour A: 
1 - a + a2 - a4 + a6 - a9 + aI2 - aI6 + a20 - a25 + . . . . 
11 observe que: 
les termes 1 a* ll6 aI* am 
ont les exposants 0 2 6 12 20 ::: 
dont les diffkences 2 4 6 8 . . . 
sont en progression Arithmetique. 11 s’agit de trouver la somme d’une telle progression. Or 
chaque nombre nature1 0, 1,2,3,4,5, etc., estant appeltx, chaque exposant 0,2,6, 12,20 est 
le double du nombre triangulaire 0, 1, 3, 6, dont l’exposant sera x + xx, et le terme de la 
progression sera a X+xx (vel axal+*) [ici il fait une erreur de calcul, puisque CZ’+~ n’est pas egal 
B uX . a’+“, mais a (u”)~+~, mais le terme a X+xx est correct] et il s’agit de trouver la somme 
d’une telle progression. Ou bien parce que a + a4 + a9 + aI6 etc., a son terme a1+*+X2 il s’agit 
de trouver 
I aI+t+x* _ I ax+r* 
Mais ici il ne reussit pas a trouver la somme des series. Apres quelques essais, 
Leibniz passe au calcul de la proportion des sorts, ou proportion des partis, et il 
obtient les memes resultats que J. Bernoulli. Dans ces calculs ils avaient Ctt 
precedes aussi par Huygens, qui dans sa Proposition X obtient ces proportions 
[Huygens 1657, 781. Les valeurs sont, pour le cas I, de 59679/100000 a 40321/ 
100000 et, pour le cas II, de 523921100000 a 47608/100000. 
Si nous essayons de comparer les methodes de J. Bernoulli et de Leibniz, ce 
qui nous apparait comme le plus evident est que Bernoulli developpe son etude de 
ces problemes B partir du concept d’expectatio. Nous pouvons trouver dans son 
Am conjectandi [Bernoulli 17131 l’etude de ce probleme, pour lequel il part de la 
formule: 
a+b a+b+c 
2 qu’il gCnCralise: 3 , et encore- Pa + qb 
* p+q’ 
ou p est le nombre des cas auxquels on trouve a et q le nombre des cas auxquels 
on trouve 6. 
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Done, si nous faisons a = b + c, et 
b = nombre des cas oti on obtient le point, ou les points. 
c = nombre des cas ou on ne I’obtient pas. 
b = a - c. Les sorts seront (a - c)/a et c/a. De la et du cas c = 0 (Corol. I, Prop. 
III), il developpe sa formule de la page 32, 
a” - cn 
deja commentee [Bernoulli 1713, 30-361. 
Dans le texte de Leibniz, nous trouvons surtout des raisonnements et des 
declarations de ses intentions, ses developpements mathematiques sont plus mo- 
destes, mais non moins efficaces que ceux de J. Bernoulli. 
Puisque ce manuscrit fut tcrit en 1686, nous devons nous demander pour quoi 
Leibniz n’a pas publie plus tot ses resultats, ou bien dans le Journal des Sgwans, 
ou bien en les communiquant a Bernoulli ou a quelqu’un d’autre. L’explication la 
plus logique semble Ctre qu’il n’ttait pas satisfait du degrt de gentklitt atteint et 
de n’avoir pas trouve la somme des series qui en resultent; mais quand il voit que 
Bernoulli ne donne pas non plus ces sommes, il decide de publier ses propres 
resultats, mCme incomplets. On peut titer a ce propos, Todhunter, qui commente 
[Todhunter 1865, 471: 
James Bernoulli proposed for solution two problems in chances in the Journal des Spuans 
for 1685 [. . .]. The problems remained unsolved until James Bernoulli himself gave the 
result in the Acra Eruditorum for 1690. Afterwards in the same volume Leibnitz gave the 
results. The chances involve infinite series which are not summed. 
Ce n’est peutdtre pas ici la place pour parler longuement des relations entre 
Bernoulli et Leibniz, qui n’ont pas toujours ete faciles, comme on sait, et qui 
pourraient aussi nous eclairer sur l’affaire. 
Un demier mot doit etre dit sur les termes employ& par Leibniz dans ce 
manuscrit, mCme brievement: I’espe’rance est nonunee ici apparence (on pourrait 
peut-&re vkifier si cette terminologie a un rapport avec celle de Jan de Witt), 
l’evenement stir ou de probabilite 1, est nomme sort entier ou assurance. LB oii 
Pascal et Fermat parlaient des hasards, et plus que le mot chance, Leibniz utilise 
le mot sort, tandis que ceux-la utihsaient plutot le mot sort pour parler du sort 
d’une partie; et, pour le resultat d’un coup de des, on le rencontre chez Leibniz. 
On trouve aussi ce mot dans Huygens, mais il parle encore d’amener six points, 
tandis que Pascal et Fermat disaient faire un six avec un de. Dans le texte latin, 
Leibniz utilise aussi le mot jus, qu’il applique volontiers pour les relations qu’il 
trouve entre la thtorie de la probabilite et une jurisprudence naturelle. Leibniz 
introduit done ses propres nuances dans le vocabulaire technique, pas encore 
form& des probabilites, et ce ne serait pas oiseux de faire une etude des implica- 
tions de ces diE&ences. 
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SUR UN PROBLEME DU CALCUL DES PROBABILITES’v2 
Transcription du manuscrit de G. W. Leibniz: Leibniz Hundschrifen 
XXXV 13, 3, Bl. 31-32 
J’ay vu demierement dans le Journal des Scauans de l’annee passee (1685, n. 26) une question 
proposee par M. Bernoulli sur I’estime du sort de deux joueurs que je trouve belle, car elle paroist 
simple et aisee, mais elle se trouve assez profonde, quand on vient a la considerer de pres. Ce qui m’a 
donnt envie den chercher la solution, d’autant que je fais cas des questions, qui contiennent l’applica- 
tion de la Mathematique pure a quelque usage singulier. Voicy les termes du probleme. 
A et B jouent avec un de a condition que celuy qui jette le premier un point, gagne. 
Premierprobleme. A joue une fois, puis B une fois; apres A joue deux fois de suite, puis B deux fois; 
puis A trois fois de suite, et B aussi trois fois, etc. Ou bien. 
Secondprobleme. A joue une fois de suite, puis B deux fois de suite, puis A trois fois de suite, puis A 
[il veut dire B] quatre fois, etc., jusqu’a ce que l’un d’eux gagne. On se demande la raison de leur sort 
[ll. 
Pour venir a la solution par un chemin general, qui puisse servir non seulement aux nombres 
proposes dans le probleme, mais encor a d’autres, je considere, qu’il n’y a que six faces ou points sur 
un de et par consequent l’apparence qu’il y  a de rencontrer le point demandd de premier coup, est l/6 
du sort entier, ou de l’asseurance (c’est a dire on peut gager raisonnablement jusqu’a 5 contre 1 que le 
joueur ne rencontrera pas). Et cette apparence estant soustraite de l’unite, laisse 5/6 qui est l’ap- 
parence qu’il y  a de ne point rencontrer du premier coup, la quelle contient toutes les apparences qu’il 
y  a de rencontrer dans les points suivans. Car je suppose pour asseure, qu’on rencontrera une fois en 
continuant le jeu a l’indefini. Or comme nous avons procede dans le calcul du premier coup, de meme 
devons nous proceder dans le second, prenons toute l’apparence residue, scavoir S/6 comme le tout, 
dont l/6, c’est ii dire 5136 est l’upparence de rencontrer au deuxi2me coup, j’entends l’apparence qu’il 
y  a avant le premier coup de rencontrer au deuxibme, la quelle ostee de 5/6, k&se 25/36 qui est 
l’apparence residue pour tous les coups suivans; et generalement 116 de l’apparence residue donne 
l’apparence du coup immediatement suivant. Et comme il se trouve que le sort entier est 1, que 
l’apparence residue apres le premier coup est 5/6, apres le second 25/36 (ou le quarre de 5/6) apres le 
troisibme 125/216 ou le cube de 5/6 et ainsi de suite; il s’ensuit que pour tous les coups qui ne sont pas 
encor faits l’apparence de rencontrer du premier coup a faire est l/6, du second 5/36, de troisibme 251 
216, du quatribme 125/1296, etc. Et generalement le nombre du coup estant don&, l’apparence d’y 
rencontrer est une fraction du sort entier dont le nominateur est cette puissance de 6 qui a l’exposant 
egal au nombre du coup et le numerateur est la puissance de 5 qui a l’exposant egal au nombre du coup 
moins 1. Et la somme de toutes ces apparences particulieres scavoir l/6 + 5/36 + 25/216 + 125/12% 
etc. a l’infini fait 1. C’est ce qu’on scait assez. Scavoir le sort entier ou l’asseurance. 
Maintenant pour estimer le sort de deux personnes A et B (ou meme d’autres, si plus de deux 
jouoient ensemble); on n’a qu’a prendre de cette progression, et assigner a un chacun les apparences 
des coups qui luy appartiennent suivant la loy du jeu. Et par apres adjouter ensemble toutes les 
tractions qui representent les apparences d’une meme personne. Mais comme le nombre de ces 
fractions qui deuvoient estre adjoutees ensemble est infini, il y  a deux remedes, l’un de trouver par un 
abrege ou theoreme la somme de la progression infinie, ou au moins la raison d’une somme a l’autre, ce 
qui se peut lorsque cette progression a assez de regularite pour cela; l’autre de se contenter de 
proceder assez loin, selon qu’on demande plus ou moins d’exactitude, negligent les apparences 
suivantes a l’infmi, lesquelles en effect deviennent enfin assez petites pour pouvoir estre negligees. 
Mais lors qu’il y  a moyen de donner un theoreme pour toute la progression infinie, la solution est 
d’autant plus belle. 
I Tous les mots ou signes entre crochets [ 1, sont des adjonctions de l’editeur. 
2 Accents are printed only insofar as Leibniz used them. According to the academy edition of 
Leibniz’ complete writings and letters they are added (if necessary) only in three cases: (a) participles 
of perfect tense, (b) substantives ending with -te, (c) a, 121, on. 
362 MARIA SOL DE MORA-CHARLES HM 13 
Commencons par le cas, le plus simple et le plus ordinaire, que l’auteur du probleme le proposant a 
passe scavoir, qu’A joue une fois, puis B une fois, puis A encor une fois, puis B encor une fois, et ainsi 
toujours. En ce cas il ne faut pas s’imaginer que leur sort soit egal, car il est manifeste, que celuy qui 
commence a de l’avantage; et qu’on peut gager pour luy 6 contre 5. 
le sort de A, 
1 25 54 56 58 
~+~+++++~+etc. 
le sort de B, 59 pi + etc. 
Ou saris chercher les sommes de ces deux progressions, on voit que le sort de A est au sort de B comme 
6 a 5. Car chaque terme d’une progression estant au terme repondant de l’autre progression comme 6 a 
5, les sommes seront aussi comme 6 a 5. On le peut trouver aussi en cherchant les sommes effective- 
ment, car le sort de A est 
1 
l/6 - 25/63 
et le sort de B est 516 par 
1 
l/6 - 2516” 
I1 y  a encor une voye particuliere de resoudre la question dam le premier cas. Soit le sort de A = x et 
le sort de B, y, prernierement x + y  = 1. Par apres il faut considerer, que si A ne gagne pas du premier 
coup,ilseramis~laplacedeB,etB~lasiennedoncx~:y::y:xoubienx~:1 -x::l - 
x:x ou bien xx - ix = 1 - 2x - xx ou bien x = l/(2-1/6) = 6111 et par consequent y  = 5/11. 
S’il y  avoit trois personnes A, B, C jouant tour a tour, chacun un coup a la fois, leurs sorts seroient 
entre eux comme 1,5/6, 25/36, et s’il y  avoit 4 personnes leurs sorts seroient entre eux comme 1,5/6, 
25136, 125/216. 
Venons maintenant aux cas proposes, dont le premier suppose qu’A joue une fois, B encor une fois, 
puis A deux fois de suite, puis B aussi deux fois de suite; puis A trois, B aussi trois fois, etc., et 5/6 soit 
appelle a, et le sort de A soit A, et le sort de B soit B, et pour le sort de A pris six fois nous aurons la 
somme de 
&4 = 1 ~2 a3 ~6 a7 ~8 ~12 aI3 aI4 ~15 a.20 a21 a22 a23 a24 etc. 
[I1 y  manque le 6)me tour, pour A: a 3o a 31 a 32 a 33 a 34 a 35.] pour le sort de B pris six fois nous aurons la 
sonme de 
(jB = a a4 .5 a9 ulO ull al6 a17 a18 a19 ,25 a26 a27 a28 a29 etc. 
111 y  manque le 6 emc tour, pour B: u 36 u3) u3s u39 rz40 u4r.] ou bien nous aurons 
[A] = 1 - a + a2 - a4 + a6 - a9 + a12 - a16 + am - uz5 etc. 
letoutdivis6par1-uoubien6-6aA,oubienA=l-a+uZ-u4etc. 
[B] = +a - u2 + u4 - a6 + a9 etc., 
aussi le tout divise par 1 - a, ou bien 
B = a - a* + u4 - etc. 
Et par consequent le sort de A est au sort de B comme 
1 - a + uz - a4 + a6 - a9 + uL2 - u16 + urn - az5 etc. 
est a 
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a - a* + a4 - a6 + a9 etc. 
Or les termes 1 a* a6 a’* am 
ont les exposants 0 2 6 12 20 
dont les differences 2 4 6 8 
sont en progression Arithmetique, il s’agit done de trouver la somme d’une telle progression. 
Or chaque nombre nature1 0, 1,2,3,4,5 etc. estant appellt x, chaque exposant, 0,2,6, 12,20 est le 
double du nombre triangulaire 0, 1,3,6 done l’exposant set-ax + XX, et le terme de la progression sera 
.X+.XX 
a- vel ux * o* et il s’agit trouver la somme d’une telle progression. Ou bien parceque a + a4 + a9 
1+2r+x2 
+ aI6 etc. a son terme (17 il s’agit de trouver 
On pourroit aussi essayer si en divisant 68 par 6A il en provient un quotient, qui soit une progression 
infinie, mais sommable, ou comparable avec le diviseur ou dividend. 
Mais en attendant, on en peut donner la solution par approximation aussi exactement qu’on veut car 
1 + a* + u6 + al* + am + uM + u4* etc. = 2.172 environ 
0000454 
0004059 
0026076 
0112124 
0334806 
0694444 
1000000 
2171963 
et de meme a + a4 + u9 + ui6 + az5 + a36 + u@ etc. = 1.575 ’ 
-- 
1575372 I I 1171963 403364 
0000127 
0001359 
0010479 
0054071 
0193751 
0482252 
0833333 
1*5z715233732 
Done 
1 - a + a* - a4 + ~6 - ~9 + aI* - aI6 + am - $5 + am - a36 + u4* - a@ etc. 
= 2.172 - 1.575 = 0.5% ou 0.60 
et 
a - a* + a4 - a6 + 09 - aI2 + ~2’6 - azo etc. = 1.575 - 1.172 = 0.403 ou 0.40. 
On peut done dire que le sort de A est au sort de B comme 60 a 40, ou comme 3 ii 2. 
L’autre cas propose, suppose, qu’A joue une fois, B deux fois de suite, A trois fois, B quatre fois, 
etc., et pour le sort de A ou de B pris six fois nous aurons 
6A = 1 + a3 + a4 + a5 + alo + 62” + aI2 + aI3 + aI4 etc. 
6B = ~1 + a* + a6 + a7 + a* + a9 + al5 + ~16 + al7 + aI* + ~19 + ~9 etc. 
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ou bien 
fjA = 1 - u + u3 - u6 + ulO - u” + uZl - a28 + u36 _ u4S etc. 
divise par 1 - a. 
6B = u - a3 + u6 - ulO + ulS - ,Z + &8 - u36 + a45 - ,55 etc,, 
divist par 1 - CL 
Et par consequent le sort d’A est au sort de B comme 
1 - a + a3 - u6 + al0 - u15 + a*’ - a28 etc. 
est a 
a - u3 + u6 - alo + uis etc. 
or 
1 + u3 + .I0 + u2’ + u36 = 1.763 
et 
a + u6 + aI5 + u2* + ua = 1.239 
1.763251 1.239129 
1.239129 0.76325 1 - - 
0.524122 0.475878 
0001359 0000264 
0021730 0005846 
0161459 0064880 
0578703 0334806 
1000000 0833333 
1 7’ 6’ 32 2’ 5* I 1’ 2’ 3’ 93 12 2’ 9 
Done A est BB comme 1.763 - 1.239 est a 1.239 - 0.763, ou comme 524 a 475, ou a peu pres comme 
525 il476 ou comme 105 a 95, ou comme 21 a 19. 
On voit par la que pour resoudre exactement et saris approximations les problemes proposes, il faut 
pouvoir trouver par un abrege ou theoreme general la somme des nombres tires per saltum d’une 
progression geometrique, en sorte que les exposans de ces nombres ou puissances ayent leur differ- 
ences en progression Arithmetique. Si on jouoit avec plus d’un de, ce seroient les mtmes regles, mais u 
signifieroit un autre nombre au lieu de S/6 (notes [3]-[.5J]. 
Mais voyons s’il n’y a pas moyen de venir a la somme de telles progressions par une extension de la 
Methode dont nous nous sommes servis dans le premier cas qui est le plus simple. Soit A valeur du 
premier joueur dans le premier cas, (A) dans le second cas. Et B valeur du second joueur dans le 
premier cas et (B) dans le second. 
6A = u”; + a2 + u3; + u6 + u7 + us; + ul* + aI3 + uk + ul5; etc. 
6B = a’; + u4 + us; + u9 + ~‘0 + a”; + aI6 + aI7 + ul* + u19; etc. 
Ponamus jam tam A quam B semel jecisse fiet 161: 
q.4) = uo + al; + ~4 + u5 + ~6; + ~10 + a” + ul* + u”; etc. 
fj(B) = 02 f a3; + a’ + a* + u9; + a’4 + U’J + 11’6 + ai’; etc. 
6~ - fj8 = uO - .I + 02 + 03 - (1’ - a5 + u6 + u’ + u8 - d - u’O - U” [etc.] 
6(,4) - 6(B) = ~0 + ~1 - a* - ~3 + u4 + us + ~16 - u7 - u8 - u9 [etc.] 
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Si darts le premier probleme propose chacun renonce ii un coup de l’atemative, ils demeuront Cgaux, 
car il retoume le premier cas, done soit le droit du premier A; du second B, la renontiation du premier 
L, du second M done A + L : B + M : : A : B. et par consequent A : B : : L : M. or le premier renonce aux 
coups suivans 1. 3. 5. 7. 13. 21. ou 
a’ + a3 + u’ + a’3 + a*’ = L 
a* + as + alo + aI4 etc. = M. 
B renonce aux coups 2. 5. 10. 17. 
Done L est aI + a3 + a7 + aI3 + a*’ etc. 
Or A estoit cy dessus = 1 + u2 + a6 + a 12 + am etc. seu 0 minus u’ + a4 + a9 + a16 etc. seu D. 
DoncA=O-DorL=aOetM=a~.DoncA=L:a-M:aetquiaL:M::,A:B,etdenique 
6A + 6B = 1 seu A + B = 1 : 1 - a videamus an hint habeatur solutio. 
aA:M=L:M-1.ErgoaA:M=A:-lsimiliteraA:L=l-B:.ErgoM=aA:A:B-let 
L=aA:l-B:AetaA=L-M,fietl=l:m-1:x-l. 
A:BvocemusB,fiet1=1:1-~-1:~.seu1=r:~-1:r-1.Seufit1=~:~ 
quae est identica. 
Si chacun renonce tant au premier qu’au demier coup de l’atemative, on demeurera encor egal, la 
renontiationdeAsoitS,etdeBellesoitT.etnousaurons:S=L+~-~~,T=M+~-l-~* 
jamS:T::L:M. 
ErgodeniqueL:M::E-al:M+z- 1 -al:: A : B ubi pro M et pro L substituendo va- 
lores repertos per A : B, habebitur demum relatio inter A et B, sed quia u. E A + B = 1: 1 - a. Ergo 
valor quaesitus tam A quam B. 
NOTES (MARGINALES OU TEXTE BARRE) 
1. Annotation duns la marge. 
Premier probleme A.1. B.1. A.2. B.2. A.3. B.3. A.4. B.4. AS. B.S. etc. Si chacun renonce ii un 
coup de chaque alternative, il retoumera tout comme auparavant et A renoncera aux coups 1. 3.7. 13. 
21. etc. seu aux coups x2 + x + 1 qui oriuntur ex numeris triangularibus duplicatis unitate auctis. Mais 
B renoncera aux coups .r2 + x + x + 1 seu x2 + 2x + 1, scavoir, 2. 5. 10. 17. 26. 
Dans la lrr question si chacun renonce a un jeu de chaque alternative, il n’aura renonce a rien, 
et ils seront encor egaux; or on peut donner la somme des renontiations d’un chacun. La renontiation 
de A soit L et la renontiation de B soit M, done 
A+L A -=- 
B+M B 
done A : B : : L : M or la raison de L a M est trouvable. Done celle de A a B I’est aussi, quod erat invert. 
NB. La seconde question peut estre consideree comme une partie de la premiere. Item darts la 
seconde question si chacun renonce au premier coup de l’altemative, A se mettra a la place de B, et 
vice versa. Et si chacun renonce aux deux premiers coups de l’altemative, A et B demeureront tgaux. 
2. Texte barre, up&s cette ligne. Ou au moins il s’agit de trouver la raison de 
Videndum an dividend0 A per B prodeat aliquid summabile. Videtur enim id quod divisione prodit 
futurum esse regulare, et id comparando cum divisore dividendove aliquam novam sese daturam 
proprietatem. 
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3. Annotation duns la marge. 
a0 = 1 
a’ = 0.833333 = 516 
a2 = 0.694444 
a3 = 0.578703 
a4 = 0.482252 
0 1.000000 
1 0.833333 = 516 
2 0.694444 = a2 
3 0.578703 = a3 
4 0.482252 = a4 
5 0.401876 etc. 
6 0.334806 
7 0.279003 
8 0.232502 
9 0.193751 
10 0.161459 
11 0.134549 
12 0.112124 
13 0.0934366 
14 0.0078638 
15 0.0648804 
16 0.0540719 
17 0.0450598 
18 0.0375498 
19 0.0312914 
20 0.0260761 
21 0.0217300 
22 0.0181083 
23 0.0150902 
24 0.0125751 
25 0.0104792 
26 0.00841829 
27 0.00701523 
28 0.00584602 
29 0.00487169 
30 0.00405974 
31 0.00338311 
32 0.00281925 
33 0.00234937 
34 0.00195780 
35 0.00163149 
36 0.00135956 
37 0.00113216 
38 0.000943466 
39 0.000786221 
40 0.000655184 
41 0.000545986 
42 0.000454988 
43 0.000379156 
44 0.000315963 
45 0.000264102 
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46 0.000220085 
47 0.000183404 
48 0.000152835 
49 0.000127363 
50 0.000106135 
5 1 0.0000883465 
52 0.0000736220 
[Les calculs sont assez exact pour les exposants plus petits, moins pour les grands: 
as = 0,4018775 u30 = 0,0042125 
are = 0,1615054 a35 = 0,0016928 
U’S = 0,0649053 a” = 0,0006801 
a20 = 0,0260838 a41i = 0,0000546 
u25 = 0,0104824 am = 0,oooooO8.1 
4. Terre barn?, uprt% cette Zigne. Mais voyons s’il n’y a pas moyen de venir a une somme de telles 
progressions, par la meme Methode qui nous a set-vi dans le premier cas. A joue 1 fois, B 1 fois; A 2 
fois, B 2 fois; A 3 fois, B 3 fois, etc. Cela pose il faut dormer a A 
et aE: 
5’ 54 55 59 j10 5” 
ijiy +~+~,+~+~+i;i~+etc.=y. 
Apres le premier coup il faut qu’on donne a B 
50 53 54 58 59 5’0 
g,+g+~,+~+~+gietc.=~y 
5 a=- 
6 
1 l-a=- 
6 
et il faut qu’on donne 8 A 
5’ 52 55 56 57 1 6 ~+~,+~+~+~+etc.=x--.-. 
6 5 
Done nous aurons 
ou bien nous aurons 6y + 6x - 1 = 5 ou bien by + bx = b ou bien y  + x = 1, ce qui nous apprend rien. 
Car nous le scavons deja. Comparons plus tost, s’il est possible, la raison precedente avec la suivante. 
Mais il ne s’y trouve aucune comparaison ache&e. Le meilleur seroit de diviser x par y  et chercher un 
rang infini, qui seroit le quotient, puis diviser (6/y)y par x - 4 . % et chercher encor le quotient, puis 
considerer la difference de ces quotiens, si elle est sommable. 
se peut chercher ainsi. 
1 + a* + a3 + a6 + a7 + as 
a + a” + 0s + .9 + a’0 + a” etc. 
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Voyons premierement ce qui provient, quand on cherche aussi la somme dans le deuxieme calcul. 
Soit dans le premier cas, le sort de A [= A] et le sort de B [= B] et dam le second le sort de A. soit (A) 
et le sort de B soit (B). Maintenant nous avons prouve 
A = 1 + a2 + a6 + an + azo etc. - La + a4 + u9 + aI6 etc.J 
jamA+B=l. 
5. Annotation duns la marge, barree. 
1 1 f  + - + L + -etc. 2 3 4 
1 1 1 1 
i - Yj + j - 4 etc. 
dat 
-- 
1 
6. Annotation duns la marge, barree. Si ex tribus 
a’ + u3 + a6 + alo etc. 
et 
a1 - a3 + a6 - alo etc. 
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